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1 Grundlagen Analysis

2. Gleichungen

2.1 Gleichungstypen: Ubersicht

Typ1 Typ1S
Gleichung 1. Grades A
(linear) (S. 26) 2x-4=0
Gleichung 2. Grades .
(quadratisch) (S. 26) 2x—=4=0
Gleichung 3. Grades 5.
(S. 26) 2x’—4=0
Gleichung 4. Grades 4
(S.27) 2x"—4=0
Exponentialgleichung v _ 251 _
(S. 27) e*=0,5 oder e =0,5
Si““(ssg.'gig;‘““g sin(x) = 0,5 sin(2x—1)=0,5
Kosing.g;%i)chung cos(x) =0,5 cos(2x—1)=0,5
umformbar auf
X
xj umformbar auf
Merkmal jg 4 _ sin(,,nicht nur x*) _
ex oder e,,nicht nur x* COS(,,nicht nur .x“)
sin(x)
cos(x)
Gegenoperation Substitution :
: u =,,nicht nur x*
J .
3 fiihrt Zu{sm(u) } = oo
Loésungsvorgehen e cos(u)

In Trig. Gleichung vom
sin"I Typ 1 16sen;
cos Riicksubstitution

Abkiirzung: ... steht fiir eine Zahl.
Ei=E
24 iEln':I-
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1. Grundlagen Analysis

Typ2 Typ 3 TypS
2x* —4x=0 X2 —8x+15=0
2x°—4x=0
2x*—4x=0 xt=8x*+15=0
20 —e* =0 e =8¢ +15=0

(sin(x))” —0,5sin(x) =0

(cos(x))2 —0,5cos(x)=0

Alle Summanden
enthalten mindestens

x (bzw. e*/sin(x)/cos(x)).

Kein Summand besteht
nur aus einer ,,Zahl*.

Somit kann ,,etwas mit x*
ausgeklammert werden.

umformbar auf
X x+..=0

umformbar auf

B e S g
..er + ...et +..

(evtl.) Ausklammern;
Satz vom Nullprodukt
(S.32)

abc- bzw. pq-Formel

Substitution fiihrt zu
el + ot +..=0;

abc- bzw. pg-Formel;
Riicksubstitution

Bemerkung: Eine Gleichung, die keinem dieser Gleichungstypen zuordenbar ist, kann in
der Regel nicht ,,von Hand* geldst werden.
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1 Grundlagen Analysis

3. Differenzialrechnung

3.1 Ableitungsregeln

Nr. Beispiel Vorgehen
Elementarregeln
f(x) =x°
f(x)=5-x""=5x*
f(x) =x’ f(x) ZxExponent
’ _ _ 1 -
1 f(x)—2x (—2')6 ) f/(x):Exponent.xExpunent—l
f(x) =x (j x') (Potenzregel)
f=1 (=1-x"=11)
2 ji,((xx)) i:x Abschreiben
3 S (x) =sin(x) sin
17 (x) = cos(x)
—cos cos
/(%) =cos(x) —sin
4 f'(x) =—sin(x) (Im Uhrzeigersinn!)
Vorgehensregeln
5 f(x) =3-x° Zahlen“ mit - oder : ,bleiben*
f(x)=3-2x=6x (Faktorregel)
f(x) =x"+2 . .
6 F(x)=2x SZahlen“ mit + oder — ,,verschwinden
R + und — Zeichen unterteilen die Funktion
7 f Sx) - ; h jx in Teilfunktionen, welche einzeln abgeleitet werden
S)=2x- (Summenregel)
EiE
36
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1. Grundlagen Analysis

Nr. Beispiel Vorgehen
Produktregel
F0) = -sin(x) ) =u(0)v(x)
s £7(x) = 2x-sin(x) + x* -cos(x) | / C=w) - v 4w V)
Ableiten - Abschreiben + Abschreiben - Ableiten

Aber: Die Produktregel nur dann anwenden, wenn zwei Faktoren, die beide x enthalten,
miteinander multipliziert werden.

f(x) =3x+sin(x)
f(x)=3 +cos(x)

(Keine Produktregel,
da keine Multiplikation)

f(x) =3-sin(x) f(x) =3x-sin(x)
f(x)=3-cos(x) f(x) =3-sin(x)+3x-cos(x)
(Produktregel unndétig, (Produktregel)

Faktor 3 enthdlt kein x)

Anwendungen der Kettenregel

fx) =(2x+3)’

. Exponent
, (x) =(Klammerinhalt
9 | f'(x)=5-(2x+3)" 2 ! ) ( ) Exponent—1
4 f"(x) = Exponent - ( Klammerinhalt) - Klammerinhalt
=10-(2x+3) abgeleitet
— ,2x43 _ Lxponent
10 f;(X) 62v+3 f/(X) eEx onent
S(x)=e""2 f(x)y=e? - Exponent abgeleitet
Sf(x) =sin (2x + 3) f(x) =sin(Klammerinhalt)
il f/(x) =cos (2x + 3) .2 | f(x) =cos(Klammerinhalt) - Klammerinhalt abgeleitet
" f(x) =cos(2x+3) f(x) =cos(Klammerinhalt)

f7(x)=—sin(2x+3)-2

f'(x) = —sin(Klammerinhalt) - Klammerinhalt abgeleitet

Die allgemeine Kettenregel, aus welcher sich die Regeln 9-12 ergeben, lautet:

&) =u(v(x)

()=

u’ (v(x))

V(x)

Aufere Ableitung - Innere Ableitung

37



1 Grundlagen Analysis

2. Moglichkeit: Regression

Beispiel: y y
Gesucht ist die Gleichung
einer Parabel (2. Grades), ' //’ \\
deren Schaubild T To T > T NS
nidherungsweise durch die
dargestellten Punkte verlduft. y /!
CASIO fx-87DE X TI-30X Plus MultiView
[MENU] v i AMP A | [data] —
(3] _d_ni
3:Statistik Lici)=
[3] 1:1 Variable Koordinaten aller e 5 =
2:y=at+bx . -1 0. &
3:y=atbx+cx® Punkte eintragen; 4 i
4:iy=at+b-In(x) LZi4)=1.5
Koordinaten aller I [2nd]; [mode] '. "‘
Punkte eintragen; i o L5
[AC] - [2nd]; [data] | DIS.‘;R
Statistik E Uar Stat.s
y=atbx+cx?® _3¢2—'»'ar' Stats
[OPTN]; . fg (1 s s 1 g DISTR
(3] &4 Quadt?‘at?gl?eg
_ Cubickeg
Achtung: Der CASIO-WTR geht von [enter] v L2 L8 4
_ > BDR]' A: LPLLB
y=a+bx+cx’ aus! Rededdl S S YEs
Y=ai* Z+bU+c CALC
1 D 1 -0 Rl -
[ et e

Gleichung der Regressionsfunktion: f(x)=-0, 393x% +0,379x+0,971

Notwendig: Mindestens so viele Punkte wie unbekannte Koeffizienten im Ansatz.

Das BestimmtheitsmaB r>

« Gibt die Giite einer Regression an, beurteilt also, wie ,,genau” die Kurve durch die
Punkte verlduft.

« r* kann hierbei Werte zwischen 0 (Kurve ,,passt nicht* zur Punktwolke) und 1 (Kurve
verlduft durch alle Punkte) annehmen. ' b

Im Beispiel gilt 7* = 0,86, was auf eine ,,recht hohe** Anpassung Sic=0. 9714235713
der Kurve an die Punkte hindeutet. Er2=0. 959442367

a0
;
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1 Grundlagen Analysis

3.11 Extremwertaufgaben

Beispiel

Aus einer parabelformigen Holzplatte soll ein
moglichst groBes Dreieck (s. Skizze, mit rechtem
Winkel rechts unten) herausgesiagt werden.

Der Rand der Holzplatte wird durch das Schaubild [
1 N
der Funktion f mit f(x) = —lx2 +z beschrieben. il X
72 2 0 ‘1 2 ‘ 3 ‘4 5 [ 6 | |

Welchen Fliacheninhalt kann ein solches Dreieck
hochstens haben?

Das Rezept

Zutaten

1. Skizze machen: Alles einzeichnen was in
der Aufgabenstellung beschrieben wird.

2.Koordinaten moglichst vieler relevanter
Punkte (eventuell in Abhéingigkeit von u)
angeben.

Hierbei beachten: Ein Punkt, der ,,irgendwo
auf dem Schaubild* liegt, besitzt die
Koordinaten (u| f'(u)).

w

\
A
N
==
-
.
4
£
o
\ A3

0 1
NN

Kochen

&

3. Allgemeine Zielfunktion bestimmen.
Formel fir die Grof3e suchen, die maximal
(bzw. minimal) werden soll.

(z.B.A=%~a~b; A=%-c~hp; A=a-b;
U=2-a+2-b; ..)

Flacheninhalt rechtwinkliges Dreieck:
A= % -a-b (Allgemeine Zielfunktion)

4. Bendtigte Strecken (a, b, ¢, &, ...)
fiir Allgemeine Zielfunktion
in Skizze einzeichnen.

54
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1. Grundlagen Analysis

5. Konkrete Zielfunktion bestimmen.

. . 1
Streckenlingen durch die Koordinaten A(u)= 5 a b
der Punkte aus 2. ausdriicken. 1
Hierbei beachten: Au)= 5 (” - 0) : (f(”) - 0)
- waagr. Streckenldnge: x, . — X;. 1 7 7
2
- senkr. Streckenlidnge: y,,.. = Vuen Au) = 5w (—72” 1Y —Oj
Funktionsterm aus Aufgabenstellung (Konkrete Zielfunktion)
einsetzen.
1
Aw)=—u- —lu2 +z = —Lu3 +zu;
2 72 2 144 4
’ 7 2 7 ” 7
Auy=——u"+—; A (u)y=——u
(@) 48 4 ®) 24

6. Schaubild der Konkreten
Zielfunktion auf Hochpunkt (bzw.
Tiefpunkt) untersuchen.

7

7

LA w)=0: —u’+-=0
48 4
Losung: u, =3,46 (u, =—3,46 nicht in D)

2. A"G.46)~—--3.46<0 — H
24
7 , 7

3. A(3,46) =~ ———-3,46> +--3,46 =~ 4,04
144 4

— H(3,46]4,04)

7. Randwertuntersuchung

Grenzen des Definitionsbereiches fiir
u in Konkrete Zielfunktion einsetzen.
Erhaltene y-Werte mit dem y-Wert des
Hochpunktes (bzw. Tiefpunktes)
vergleichen.

Definitionsbereich: D =[0; 6] (s. Skizze)

A(0)=0 <4,04
A(6)=0 <4,04

Servieren

8. Antwortsatz

Fiir u =... (x~-Wert Extrempunkt)
wird ... (gesuchte Grofie)
maximal (bzw. minimal).

Diese betrigt dann

... (y-Wert Extrempunkt).

Antwortsatz
Fir u = 3,46

wird der Fldcheninhalt des Dreiecks

maximal.
Dieser betrigt dann

ungefahr 4,04 Flicheneinheiten.
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1. Grundlagen Analysis

5.2 Von der Aufgabenformulierung zum Rechenansatz
(,»Schliisselworter<)
Da sich anwendungsorientierte Aufgaben auf alle Inhalte der Analysis beziehen kdnnen, ist

es oftmals schwierig, von der Aufgabenformulierung zum zugehdrigen Rechenansatz zu
gelangen. Die nachfolgende Zusammenstellung soll [hnen dabei helfen.

Aufgabenformulierung Rechenansatz
Bestand zum Beobachtungsbeginn; £(0)
Anfangsbestand; Startwert; ...
Bestand bzw. Wert zu einem gegebenen Zeitpunkt einsetzen:
bestimmten Zeitpunkt; ... f(x)
Ab welchem bzw. bis zu welchem Zeitpunkt liegt f(x) = Wert

mehr bzw. weniger als ein bestimmter Bestand vor;
ein bestimmter Wert wird iiber- bzw. unterschritten;
hoher bzw. geringer als; ...

(gleichsetzen um zum Anfangs-
bzw. Endzeitpunkt zu gelangen)

Momentane Anderungsrate; Anderung zu einem ‘) b ,
Zeitpunkt; steil bzw. flach; Steigung; ... S () bzw. (%)
kleinster (geringster) bzw. Hoch- oder Tiefpunkt von K
grofiter (hochster) Wert; ... 4
. Wendepunkt von K,
grofite Anderung; stirkster Zuwachs bzw. brw
stirkste Abnahme; steilste Stelle; ... Hoch oder Tiefpunkt von K,
Winkel; Steigungswinkel; ... tano =m
GroBter bzw. kleinster Flacheninhalt, Extremwertaufoabe
Volumen, Abstand, Lénge, ... &
Langfristig, liber sehr langen Zeitraum,;
Grenzwert; ... (bei e-Funktion) Asymptote
b
gesamt; insgesamt; ... _[f (x) dx
_ 1 &
mittlerer; durchschnittlicher; ... m= b—a J.(f (x))dx
b 2
Volumen A\ =”'J.(f(x)) dx

ENEE

E3E 67
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11. Grundlagen Stochastik 1

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhéingigkeit,
Vierfeldertafel

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Formel (allg.)
P (A)= P(ANB) A: Gesuchtes Ereignis
w(A)= P(B) B: Vorwissen bzw. Bedingung

N und®
Formel (in Worten)
P(entspricht Vorwissen und ist gesucht)

(gesucht) =

PVorwissen

P(moglich laut Vorwissen)

Beispiel 1: Eine Miinze wird 2-mal
geworfen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

w z
genau ein Mal Zahl geworfen wird, wobei
bekannt ist, 'dass im zweiten Wurf Wappen 05 0.5 05 05
geworfen wird.
w z w z

P(Wappen im 2. Wurf und genau ein Mal Zahl)
P(Wappen im 2. Wurf)

P(zw)  05-0,5 _ 0,25

P(zw)+P(ww) 0,5-0,5+0,5-0,5 0,5

Py open im 2. wurt (g€02U €in Mal Zahl)=

=0,5=50%

Beispiel 2: An einer Schule werden Schiiler nach der Marke ihres Smartphones befragt:

Marke

Samsung

Apple

Sony

HTC

sonst

Anteil

45 %

21 %

8%

6 %

20 %

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Schiiler, von welchem bekannt ist, dass er kein
Smartphone von Samsung besitzt, ein Smartphone von HTC?

P(kein Samsung und HTC P(HTC
Pkcin Samsung (HTC) = ( . g ) = . ( )
P(kein Samsung) P(kein Samsung)
0,06 0,06

= =——=0,109=10,9%
1-0,45 0,55

78 =
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1. Grundlagen Stochastik 1

Wichtige Hinweise
Erkennen, dass eine Aufgabe zur bedingten Wahrscheinlichkeit vorliegt

Die Schwierigkeit bei Aufgaben zur bedingten Wahrscheinlichkeit besteht oftmals darin,
diese tiberhaupt als solche zu entlarven und nicht mit ,,iiblichen Baumaufgaben* zu
verwechseln. Hierbei muss das Merkmal solcher Aufgaben, nimlich die Existenz von
Vorwissen, erkannt werden.

Es gibt mehrere grammatikalische Formulierungen, die den Aufgabenbearbeiter iiber
vorhandenes Vorwissen informieren sollen.

Beispiel (siehe Vorseite) gesuchtes Ereignis
N —

—
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Mal Zahl geworfen wird,

wobei bekannt ist, dass im zweiten Wurf Wappen geworfen wird.
- ) — _/

' YT
grammatikalische Vorwissen (Bedingung)
Formulierung

Weitere grammatikalische Formulierungen fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Mal Zahl geworfen wird,
wenn man weil}, dass im zweiten Wurf Wappen geworfen wird.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Mal Zahl geworfen wird,
falls im zweiten Wurf Wappen geworfen wird.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Mal Zahl geworfen wird,
wenn im zweiten Wurf Wappen geworfen wird.

Im zweiten Wurf wird Wappen geworfen. (Vorwissen in eigenem Satz.)
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein Mal Zahl geworfen wird.

Achtung: Keine bedingte Wahrscheinlichkeit bei Formulierungen mit ,,und“

Formulierungen mit ,,und* deuten auf eine Aufgabenstellung ohne eine bedingte
Wabhrscheinlichkeit hin.

Beispiel: Eine Miinze wird 2-mal geworfen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass genau ein Mal Zahl und im zweiten Wurf Wappen geworfen wird.

P(zw)=0,5-0,5=0,25
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11I. Grundlagen Stochastik 2

1.2 Binomialverteilung und kumulierte Binomialverteilung

Beispiel: Ein Basketballspieler trifft erfahrungsgemif einen Freiwurf mit einer
Wahrscheinlichkeit von 75 %. Er wirft 8 Mal. Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der
Treffer an.

Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt, kann mit Hilfe der

Bernoulliformel (mit #n =8 und p =0,75) berechnet werden.
Somit ist die Zufallsvariable X binomial verteilt.

1. Die Binomialverteilung (genau &k Treffer; P(X = k))

eine ,,Liste”, in welcher fiir jeden moglichen CASIO : TI : -
Wert der Zufallsvariablen die zugehorige o iy 3. 2.0 [B1 0 OM1 21 8: 9983
Wabhrscheinlichkeit steht. * * % s . 2 ﬂ 28 a8
Beispiel: P(X =4) = 0,0865 035
Die Wabhrscheinlichkeit fiir genau 4 Treffer 0022
betrégt ca. 8,65 %. vyl

Berechnung mit Bernoulliformel: % O:i

P(X=4)= (i] -0,75%-0,25* = 0,0865 e

0

o
~
w
IS
«
o
N
o

2. Die kumulierte Binomialverteilung (hochstens k Treffer; P(X < k))

3
5

eine ,,Liste, in welcher fiir jeden CASIO I
L]
Holi 3 3 Kumul. .
moglichen Wert der Zufallsvariablen die % t=/Bnon. - SF .
Wabhrscheinlichkeit steht, dass dieser i 2 titzi=z

I,
[T .
pef=t=]
=t
=]
WAL
Wk

oder ein geringerer Wert als dieser 1
(hochstens dieser) angenommen wird.

Beispiel:P(X <£4)=0,1138
Die Wahrscheinlichkeit fiir O bis 4 Treffer
(hochstens 4 Treffer) betrédgt ca. 11,38 %. 02

Berechnung: 0
P(X<4)=PX=0)+PX=D+...+P(X=4)

P(X <k)

3. Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k& Treffer P(X > k)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft der Spieler 4 bis 8 Mal (also mindestens 4 Mal)?

Vorgehen mithilfe des Gegenereignisses ,,3 oder weniger Treffer (hochst. 3 Treffer)* und
der kumulierten Verteilung:

P(X=24)=1-P(X<3)=1-0,0273=0,9727

106 o
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11I. Grundlagen Stochastik 2

1.4 Aufgabentypen zur Binomialverteilung (mit WTR)

Aufgabentypen
(n=8; p=0,75)

Beispiel 1: Ein Basketballspieler trifft einen Freiwurf
mit einer Wahrscheinlichkeit von 75 %. Er wirft 8 Mal.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir ...

1. ,,genau k Treffer

P(X=k)

a) ... genau 4 Treffer?
P(X =4)=0,0865

2. ,,hochstens k Treffer
P(X<k)

b) ... hochstens 4 Treffer*?
P(X<4)=0,1138

3. ,,mindestens k Treffer

P(X2k)=1-PX<k-1)

¢) ... mindestens 4 Treffer?

P(X24)=1-P(X<3)=1-0,0273=0,9727
\!

(Gegenereignis: ,,Hochstens 3 Treffer*)

4. ,,mindestens k£ und
hochstens* & Treffer

P(k<X<h)

=P(X<h)-P(X<k-1)

d) ... mindestens 4 und hochstens 7 Treffer?

PU4<X<T)=P(X<T)-P(X<3)
~0,8999—0,0273 = 0,8726

1. Aufgabentyp mit Binomialverteilung P(X =k)

2., 3. und 4. Aufgabentyp mit kumulierter Binomialverteilung P(X < k)

Eingabe in WTR (Beispiel: 2. Aufgabentyp: n=8; p=0,75; P(X <4))

CASIO FX-87DE X

TI-30X Plus MultiView

In
D

Xk i ! s
32 g bk g Ll PN 1:Normal-Dichte STRT-REG )
4tBinomialp £
[ PLPEY 2 e ormaioy. Einoniafcar PR Ter
4:Verteilungsfkt. 4 Binomial-Dichte Poissonpdf .
1:Kumul. Binom.-V l:Liste = - =
Sikumul Porssony|  Ziteriavie rigtecstiio. s SRR T sca00
CALC STORE: umszv. abe
OLE SHERTH GUT T
]
Kumul. Binom.-V -
kK :4 p=

0, 1138153076

Hinweis: Durch ,,Liste” / ,,List erhdlt man die Wahrscheinlichkeiten zu mehreren Werten.

108
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1V. Mathematische Beschreibung von Prozessen durch Matrizen

3.4 Zyklische Populationsprozesse

Beispiel 1: Bei einer Insektenart entwickeln sich innerhalb eines Monats 25 % der
vorhandenen Eiern zu Larven. Nach einem weiteren Monat haben sich 40 % der

vorhandenen Larven zu Insekten entwickelt. Im nachfolgenden Monat legt jedes Insekt 10
Eier und stirbt kurz danach.

Darstellungsmoglichkeiten

Diagramm Tabelle Ubergangsmatrix
0 0 10
von | von | von A=1025 0 0
E E L 1 0 04 O
0,251 nagh 0 0 10 0 0 v
L 10 n A=la, 0 0] (allg)
nac
o,4l L [025] 0 | 0 0 a, 0
I nach 0 0.4 0 a,,a,: proz. Uberlebensrate /
I ’ Uberlebenswahrsch.
v: Vermehrungsrate

Unterschied zum Stochastischen Ubergangsprozess (S. 128):

Gesamtzahl an beteiligten Objekten verdndert sich von Zustand zu Zustand.
Ubergangsmatrix enthélt nicht nur Wahrscheinlichkeiten (keine stochastische Matrix).

Formel : a =A-x, bzw. A- )Zl; = a (Reihenfolge je nach Aufgabenstellung)
Berechnung der Entwicklung Abkiirzungen

xj (Anfangszustand) ; Anzahl im Zeitschritt ...

;1 =A- xj A:  Ubergangsmatrix von einem Zeitschritt
;ZZA.Z:A.A.;OZAZ.;’O z"umnéichsten

x_; —A. ;2' —A° x—'o A’: Ubergangsmatrix von einem Zeitschritt

zum Ubernédchsten

Hinweis: Gleiche Formel(n) wie bei stoch. Ubergangsprozessen!

I;I%‘EI
132 &l
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1V. Mathematische Beschreibung von Prozessen durch Matrizen

Entwicklung der Population

Im Beispiel: Zu Beginn sind 140 Eier, 40 Larven und 20 Insekten vorhanden.

. (140) _ (200) _ (160 20
X, =| 40 [;x,=| 35 [;x,=| 50 |;

20 16 14 0 /\/\/\/\/ Eier
(140 _ (200} _ (160
X, =] 40 |;x,=| 35 [;x;=| 50 |; ... 0

20 16 14

Die Population entwickelt sich zyklisch. e e e T arven

l\.‘./l\.‘./l—\.‘./l\%
Nach einem Zyklus von 3 Monaten ist T T T T e Insekten
stets die Startpopulation wieder
vorhanden.
Entwicklung bei verschiedenen Vermehrungsraten (v)
Pro Insekt 10 Eier (s. 0.) Pro Insekt 20 Eier Pro Insekt 5 Eier
0 0 10 0 0 20 0 0 5§
A={0,25 0 O A=(0,25 0 O A=(0,25 0 0
0 04 0 0 04 0 0 04 0
(0,25-0,4-10 =1) (0,25-0,4-20=2 >1) (0,25-0,4-5=0,5 <1
sooo /7\\"’!’
o0 /
|Esn=ans e | e A ——
ZyKklische Entwicklung Population wiichst an Population stirbt aus
(Zyklus: 3 Monate)
Ergebnis
0 0 v a,-a,-v>1 wichst die Population an

BeiA=|a, 0 0], falls: ya,-a,-v=1 zyklische Entwicklung (Zyklus: 3 Zeitschritte)

0 a 0 a, -a,-v<1 stirbt die Population aus

o Gilt (z.B.) a-b-v=2 verdoppelt sich, gilt a-b-v=0,5 halbiert sich die Population stets
nach 3 Zeitschritten.

« Bei einem zyklischen Prozess mit 3 Zustinden gilt : A* = E.

« Bei (z. B.) einem Prozess mit 4 moglichen Zustinden (Format von A: (4x4)) finden
die Entwicklungen auch stets in 4 Zeitschritten statt.
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V. Grundlagen Vektorgeometrie

5. Schnittwinkel

senkrecht

Zwischen (o =90°)

Formel

Vektor ¢ und Vektor b

lal-|b]

;i cos(cr) = ab falls
> - a-b=0

Gerade g mit Richtungsvektor 171 und Gerade / mit Richtungsvektor th

. falls
u -u
cos() |_.1 i' - —
uy |-y | -1, =0
Gerade g mit Richtungsvektor u und Ebene E mit Normalenvektor 7
falls
sin(cr) = lu-n| u=k-n
;||;| (mit ke R)
E (Vielfache)
Ebene E mit Normalenvektor Z und Ebene F mit Normalenvektor n_;
& P falls
cos(ar) = —|_,‘ L' - =
E [m|-|n, | mon, =0

Beispiel :

_ (0,5 4
Schnittwinkel zwischen g: xz{ 0 ]+r»[—2] und E:x —3x,-2x, =3.
2 1

4 1
21| =3
1){-2 A+(=2)- (- (=
sin(@) = = [4-1+(2)- () +1- (D) = 8 = a=27,81°
42} [ L) V#+2r+8 JPa3r a2y V21ie
1 -2 (WTR-Einstellung: deg)
Hinweis : Mit dem Schnittwinkel ist stets der spitze Winkel (0 < & <90) gemeint.
E ] IE.
161
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V. Grundlagen Vektorgeometrie

6. Abstandsberechnungen

Losungsstrategien im Uberblick (ausfiihrliches Vorgehen auf den folgenden Seiten)

Punkt Gerade Ebene
1. Skalarprodukt 1. Formel
g d:‘nla,Jrnzaern}a;—bL (;_;);
2 2 2 |
o e Ao Rarera i
2. Lotgerade
o L S »B 2. Hilfsebene A
n —— g k
K AB | C‘ :
t] (s163) A S
!l EH Py E
"""""""""" [ I
(S.163) (S. 165)
P 1. Skalarprodukt P 1. Formel (Punkt-Ebene)
a | 2. Hilfsebene a | 2. Lotgerade
r <] I | r 1 5
a /! 9 . a 7
l / ! PEPTTPIPP PP § g / 1 H
R AP
G € € i /
. 1| (s. 166) I | (s.167)
r W/ 1. Formel
a .
i [
d n d:(q—;p)-n mit n=uxv
z d z
s | 2. Hilfsebene
¢| —u
h|& - A
i // \G\ ,,’l
€ L':]_:ﬂ'l__________h ______ S
f1(s.166)
1. Formel (Punkt-Ebene)
P 2. Lotgerade
E a Y
r
b a i
€ 1 F 2%
n .
: 1 -G
¢ | E
1 I
(S. 167)
EySE
162 5%
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V1. Basisiibungen zur Analysis

Aufgabe 39

Die Schaubilder der Funktionen f (x) und g(x)

schlieBen drei Flachen mit den Inhalten

A, =4,1FE, A, =1,5FEund A, =1,7 FE ein.

Geben Sie zu jedem der nachfolgenden

Flachenberechnungsansitze das zugehorige

Ergebnis an.

B

L
—

—
|t

= {

v,

-1,8 2,9 4,9

Flichenberechnungsansatz

Ergebnis

2,

a) [ (f()-g()dr

7

e

IS
[v=)

[ (F0-g()ax

2,9

b

~

29

o [(f)-g)dr

-1.8

49

@) [ (80— fx)dx

-1.8

0,7

-1.8

O [ (80— () drt [ (F(0)-g()dr+ [ (800~ f ()

29

D [ g(-fxdx

-1.8

2,9

2 [ (8- /(x))dx

4,9

Von Schnittstelle zu Schnittstelle integrieren!

Ansonsten werden positive und negative
Flacheninhaltswerte zu einer
,,Fliachenbilanz* verrechnet.
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VII. Ausfiihrliche Losungen

i) 2x* —24x7 =—T72+42x7  |+72-2x
2% =26x"+72 =0 |12
X' =13x> +36 =0

Substitution: (x4 =u?; x° =u)
uw? —13u+36=0

—(-13)+4/(~13)* —4-1-
U, = L) (2 13) 36 (abc-Formel)
_13+425  13%5
2 2
_1345_18 o 13-5

u — = U, =—=
1 s 2
2

Riicksubstitution:

x*=9 |\/— =4 |\/—
x, =3
x,=-3 X, =2
(Typ S; 4. Grad)

i) 20 —17¢* +8=0

Substitution: (¢™* =u*; e =u)
2u’ ~17u+8 =0
13
= ) (227) § (abc-Formel)
_17235 _ 17415

4 4
_17+15_32

4 4

1/2

u, ; u,

Riicksubstitution:

e =8 [In

x, =1n(8) x, =1n(0,5)

x, =2,08 x, =—0,69
(Typ S; Exponentialgleichung)

e =0,5 |In

K) (sin(x))’=2sin(x)  |-2sin(x)
(sin(x))’ —2sin(x) =0
sin(x) - (sin(x)—2)=0
S. v. Nullpr.
sin(x) =0 |sin™' sin(x)—2=0 |+2
x =sin™'(0) sin(x)=2

x, =0 (Merkhilfe oder WTR)
x,=r-0=rx

keine Losung

alle Losungen:
x=0+k-27
x=rm+k- 2w (k=..,-1,0,1,2,...)

Losungen im Bereich [-2;8]:

0;
2 (=0+1-27);
V4 (Typ 2; Sinusgleichung)
1) 2e* —e* =2¢" |—2¢e"
207 =3¢" =0
e - (2e"-3)=0
S. v. Nullpr.
e'=0 |In 2¢"-3=0 [+3
keine Losung 2e" =3 |:2
e'=15 |In
x =1In(L,5)
x =0,405

(Typ 2; Exponentialgleichung)

m) 2x(x* =1) =0,5-2x
2x°—2x=0,5-2x |+2x

2x°=0,5 -2
¥=025 |3
x=3/0,25
x=0,63

(Typ 1; 3. Grad)

n) (¢=1)-(1-2x")=0

S. v. Nullpr.

e —1=0 [+1  1-2x =0 |+2
e'=1 |In 1 =2x |2
x =0 0,5=x |

%/0,_52)(2
0,79 = x,

(Typ 2; gemischt)
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